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In der Abhandlung !): „Ueber die Flächen, deren 
mittlere Krümmung überall gleich Null ist“, hat Herr 
Weierstrass auf die Aufgabe hingewiesen, alle algebrai- 
schen Minimalflächen einer bestimmten Klasse zu ermitteln. 

Diese Aufgabe findet für den Fall, dass die Klasse 
der Fläche eine Primzahl oder das Doppelte einer Prim- 
zahl ist, ihre Lösung in zwei Abhandlungen ?) von Herrn 
Sophus Lie, welche eine von der Methode des Herrn 
Weierstrass etwas verschiedene Behandlungsweise enthalten. 

Im Verlauf seiner Untersuchungen giebt Herr Lie einen 
neuen Beweis für den schon von Herrn Henneberg 3) aufge- 
stellten Satz, dass reelle Minimalflächen von niedrigerer als 
der fünften Klasse nicht existiren. | 

Mündlicher Mittheilung zufolge hat zuerst Herr Weier- 
strass eine Minimalfläche fünfter Klasse aufgefunden, auch 
die Bemerkung gemacht, dass bei derselben ein continuir- 
licher Uebergang von der einen Seite der Fläche auf die 
andere möglich sei. 

Zu derselben Fläche wurde Herr Henneberg *) durch 


1) Monatsberichte der Berl. Akad. d. Wissenschaften 1866 pag. 
612 — 619. 

2) Mathematische Annalen Band XIV pag. 331—416 und Band 
XV pag. 465—506: Beiträge zur Theorie der Minimalflächen. 

3) Annali di Matematica Ser. IIa Tomo IX. pag. 54-57: Be- 
stimmung der niedrigsten Klassenzahl der algebraischen Minimalflächen, 

4) „Ueber solche Minimalflächen, welche ein, vorgeschriebene 
ebene Curve zur geodätischen Linie haben‘, Zürich 1875. (Dissertat.) 


6 
die Lösung der Aufgabe geführt, diejenige Minimalfläche 
zu bestimmen, welche die Evolute der Parabel (die Neil’sche 
Parabel) zur geodätischen Linie hat. Dass diese Fläche 
von der fünften Klasse ist, hat Herr Henneberg später 
gezeigt }). 

Ferner hatte er auf zwei von einander unabhängigen 
Wegen nachzuweisen versucht, dass diese Fläche von der 
17. Ordnung sei. Herr Sophus Lie dagegen bestimmte 
durch seine Untersuchung 15 als die Ordnungszahl dieser 
Fläche, welche Zahl sich in vorliegender Arbeit als die 
richtige herausstellen wird. — 

Im folgenden versuche ich zunächst, die Hauptpunkte 
der Lie’schen Untersuchung in einer etwas modificirten 
Weise darzustellen, und beschäftige mich sodann einge- 
hender mit der Untersuchung der Minimaltlächen fünfter 
Klasse. Zur Veranschaulichung der Gestalt dieser in 
mehrfacher Hinsicht merkwürdigen Flächen, welche unter 
anderem die Eigenschaft haben, sämtlich einander ähnlich 
zu sein, habe ich ein Modell in passenden Dimensionen 
ausgeführt. Ein Stereoscop-Bild desselben ist der Abhand- 
ung beigegeben. 


il. Entwicklung einiger allgemeinen Formeln und Lehrsätze, 
weiche algebraische Ninimalflächen betreffen. 


8; 
Allgemeine Bemerkungen. Definition von Minimalcurven. 


Sind, wepn x, y, 2 rechtwinklige Punktcoordinaten be- 
zeichnen, 

1) Vierteljahrsschrift der Naturf. Gesellsch. in Zürich. - Jahrg. 
21 pag. 66—70: „Ueber diejenige Minimalfläche, welche.die Neil’sche 
Parabel zur ebenen geodätischen Linie hat“. 
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ae pı(t), yyntl), 2=yNl), 
wo £ eine reelle Variable, , x, w analytische Functionen 
sind, im analytischen Sinne die Gleichungen einer Curve 
und analog 


v=gelr), y=Yalr), 2=%(r) 
die Gleichungen einer zweiten Curve, so stellen die 
Gleichungen 


x = pı(l) + Px(E) 
= y= ll) + Y(e) 

2=xı(t) + x.(r) 
im analytischen Sinne eine Fläche dar, welche erzeugt wird 
durch Translationsbewegung einer der einen dieser beiden 
Curven congruenten Curve längs der anderen. 

Herr Sophus Lie nennt das analytische Gebilde, wel- 
ches den Gleichungen (1) für den Fall entspricht, dass 
t und z veränderlich complexe Grössen sind, ebenfalls eine 
Fläche. Ä 

Durch eine Reihe von passenden Beschränkungen ge- 
langt man von dieser Fläche zu den reellen Minimalflächen. 

Macht man zunächst die beschränkende Annahme, dass 


WOHL + Ki 0 
Ye)? + We + Reel? 0 
sind, so kommt man zu einem analytischen Gebilde, welches 
seinem Wesen nach dem von Monge für die Minimalflächen 
aufgestellten Gleichungssystem entspricht. 
Nach dem Vorgang von Herrn Sophus Lie werden im 
folgenden die Curven, für welche 


dx? + dy?+de?=0, 


deren Bogenlänge also gleich Null ist, mit dem Namen 
Minimalcurven bezeichnet. 
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Durch die zweite Beschränkung, dass im Gleichungs- 
system (1) den Variablen ? und z conjugirte Werte beige- 
legt werden, und dass die Functionen gs, Ws, xa conjugirt 
zu Qı, Yı, Xı sein sollen, kommen die von Herrn Lie 
aufgestellten Gleichungen auf gleiche Linie mit den von 
Herrn Weierstrass gegebenen; und es stellen dann die er- 
wähnten Gleichungen alle reellen Minimalflächen dar. 

Dem so beschränkten Gleichungssystem (1) entsprechen 
also in der Weierstrass’schen Bezeichnungsweise die 
Formeln !) 


2— [ (1-8?) s)ds+| (d—sı YFı(lsı)dsı 
(2) y= SiIH FE +H Ya )de 
Al " 23 Fl)dst/ 25 Fılsı)dsı , 


in welchen nach den erwähnten Untersuchungen des Herrn 
Weierstrass %(s) eine analytische Function von s und 
Sı(sı) die conjugirte Function des conjugirt-complexen 
Arguments sein muss. 

In den Weierstrass’schen Untersuchungen ist es dann, 
um alle algebraischen Minimalflächen zu erhalten, not- 
wendig und hinreichend, dass %(s) die dritte Ableitung 
einer algebraischen Function von s, also analog $ı(sı) die 
dritte Ableitung einer algebraischen Function von sı ist. 
In analoger Weise gelangt man, ausgehend vom Gleichungs- 
system (1), zu den algebraischen Minimalflächen, indem 
man die Annahme macht, dass gı, Wı, xı, also auch 93, 
Wa, x» algebraische Functionen ihrer Argumente sind. 


I) Der grösseren Analogie wegen ist hier diese Form der Anus- 
drücke gewählt, statt der von Herrn Weierstrass aus anderen Grün- 
den vorgezogenen, welche sich auch noch durch den Factor 2 unter- 
scheiden: 
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2=R/(1- 59 %[0)ds, y-Rfiıtm)gls)ds, —R/2BsF(s)ds. 


5, 


82. 
Grundgedanke der Lie’schen Untersuchungen. Definition und 
Wesen der Doppelflächen. 


Der Grundgedanke der Lie’schen Untersuchungen be- 
steht nun darin, dass die in rein geometrischem Sinne 
nur für den Fall reeller Werte aller in Betracht kommenden 
Grössen möglichen Operationen, die Translation von Curven 
und Bildung von Flächen durch Translation einer Curve 
längs einer anderen, übertragen werden auf den Fall, dass 
den Argumenten it und v complexe Werte beigelegt werden 
sollen. 

Dann ist 


= pt), y=Yıld, 2x) 
eine Minimalcurve; und durch Translation einer dieser 
Curve im analytischen Sinne congruenten Curve längs einer 
zweiten Minimalcurve 


=@a(T), y=Yrle), 2=xe(e) 
wird die reelle Minimalfläche erzeugt. 


In der Bezeichnungsweise des Herrn Weierstrass ist 
die Gleichung einer Minimalcurve 


z=/ (1-52) Ks)ds, y= Sul +s)Ss)ds, 2=f 2sF(s)ds. 

Giebt man den drei Integralen dieselbe untere Grenze 
So, so erhält man eine specielle Curve der Schar, welche 
in gewissem Sinne als Repräsentant aller Curven dieser 
Schar dienen kann. 

Bei der erwähnten Darstellung geht durch jeden 
Punkt einer Minimalcurve der ersten Art eine Minimal- 
curve der zweiten Art. Im allgemeinen werden die beiden 
so entstehenden Curvenscharen, mit denen die Fläche, 
wenn man den Ausdruck gestatten will, gleichsam netzartig 
überzogen zu denken ist, von einander verschieden sein. 
Es ist jedoch möglich, dass bei der Translation die eine 
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Schar in die andere übergeht, die Minimalcurven also 
eine einzige Schar bilden; solche Minimalflächen be- 
zeichnet Herr Sophus Lie mit dem Namen Doppelflächen. 
Sind also fo und ro zwei einander zugeordnete Werte 
der Variablen, so müssen die beiden diesen Werten ent- 
sprechenden Minimalcurven identisch sein; aus den Glei- 
chungen (1) folgt mithin 
pı(t) + Pa(ro) = Yıllo) + Pele) 
ill) Falke) = Wille) +Vele) 
xt) + xt) = Xıllo) + x2(e) 
also 
| pt) — Ps(r) = Pıllo) — Prlro) = Cı 
Yu) — (le) = Wnlh) — Yrlo)= © 
x(2) — X2(2) = xıllo) — xl) =; , 
wo Ci, Cs, Ca von den Variablen £ und z unabhängige 


Grössen sind. 
Geht man zu den Formeln des Herrn Weierstrass über, 


(8) 


so kann man der Bedingung für die Doppelfläche folgende 
Form geben 
(1-59) H9)ds = (1-52) Fıla)dsı 
(4) (1432) 39)ds = (1452) Fu(a)dsı 
25 S(s)ds= 25° Yılsı)da. 
Hieraus ergiebt sich 
| | 1 
(a ss also 1 — — — 
51 S 


B) 
1 T 
| 5) 30 
Dies gilt auch umgekehrt. Sind diese Bedingungen erfüllt, 


so erhalten wir eine Doppelfläche. 


Den Punkten s und — a in der Ebene (s) entsprechen 
1 
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nun auf der Kugel, deren stereographische Projection die 
Ebene (s) ist, ein Punkt und der ihm diametral gegenüber 
liegende Punkt. In Folge der zwischen der Minimalfläche 
und der Kugel bestehenden, durch parallele Normalen ver- 
mittelten, eindeutigen Beziehung haben also die beiden 


Punkte der Minimalfläche, welche den Werten s und— = 
1 


entsprechen, genau entgegengesetzt gerichtete Normalen. 
Nun sind nach den obigen Bedingungen für Doppelflächen 
Flächenstücke, welche den Umgebungen der Punkte s=s und 


1 a 
erster entsprechen, einander congruent. Wären also 
1 


diese beiden Stücke der Minimalfläche von einander ver- 
schieden, so müsste die Fläche periodisch, also transcen- 
dent sein, was. ausgeschlossen ist. Also fallen diese beiden 
Flächenstücke in eins zusammen, die zu denselben gehö- 
renden Normalen aber liegen auf verschiedenen Seiten der 
Minimalfläche. 


Es folgt hieraus der Satz: 


„Von jeder algebraischen Minimalfläche, wel- 
che eine Doppelfläche ist, lässt sich ein endli- 
ches Stück so abschneiden, dass man vondereinen 
Seite dieses Flächenstückes, ohne den Rand des- 
selben zu überschreiten, continuirlich auf diean- 
dere Seite gelangen kann.“ 


Da also jeder Punkt dieser Flächen innerhalb eines 
gewissen Bereiches zwei Punkten der Kugel entspricht, so 
hat man sich die Fläche gewissermassen doppelt zu denken, 
und es erscheint auch aus diesem Grunde der von Herrn 
Sophus Lie gewählte Name Doppelfläche besonders passend. 
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BB: 


Klasse und Ordnung der algebraischen Minimalflächen. 


Auch die Bestimmung von Klasse und Ordnung der 
algebraischen Minimalflächen stützt sich auf den Umstand, 
dass die zunächst für reelle geometrische Gebilde entwi- 
ckelten Begriffe und Schlussweisen eine. von der Voraus- 
setzung der Realität dieser Gebilde — Realität in geome- 
trischem Sinne verstanden — unabhängige Geltung haben, 
so lange nur diese Gebilde durch algebraische Gleichungen 
bestimmt bleiben. 

Es gilt allgemein folgender Satz ’): 

„Wählt man auf einer beliebigen Minimalfläche eine 
Minimalcurve allgemeiner Lage, und zieht darnach durch 
alle Punkte dieser Curve die Tangenten an die zweite durch 
den betreffenden Punkt hindurchgehende Minimalcurve, so 
treffen die construirten Tangenten sämmtlich den (unend- 
lich fernen) Kugelkreis in demselben Punkt.“ 

Legen wir nun von einem beliebigen, nicht Be 
Punkt v des unendlich fernen Kugelkreises aus alle Tan- 
genten an die Minimalfläche, so bildet ihre Gesamtheit 
den von zz aus an die Fläche gelegten Tangenten-Kegel 
oder einhüllenden Cylinder — beide Benennungen sind 
gleichwertig. Die Klasse der Fläche ist dann gleich 
der Klasse dieses Tangentenkegels. 

Jede dieser Tangenten ist zugleich eine Tangente ent- 
weder einer Minimalcurve der ersten Schar K oder einer 
Minimalcurve der zweiten Schar K’; denn legt man in 
einem beliebigen Punkt der Minimalfläche die Tangential- 
ebene an die Fläche, so schneidet diese den unendlich fer- 
nen Kugelkreis in zwei Punkten, und diese entsprechen 


1) Sophus Lie l. c. Satz 9. 
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den beiden Tangenten an die durch den Punkt der Fläche 
gehenden beiden Minimalcurven. 

Es sei nun 71 eine bestimmte Tangente, welche zugleich 
die Curve Kı der ersten Schar im Schnittpunkt P, mit 
einer Curve K’, der zweiten Schar berühren soll. Ist 7 
die Multiplicität des unendlich fernen Kugelkreises auf der 
zu den Öurven der ersten Schar gehörenden Tangenten- 
fläche, so existiren M einander parallele durch den Punkt 
rs gehende Tangenten an die Curve Kı. Denkt man sich 
nun die im Eingang angegebene Translations-Bewegung im 
analytischen Sinne ausgeführt, so erzeugt jede dieser Tan- 
genten einen einhüllenden Tangentenkegel der Minimalfläche, 
welcher dieselbe längs einer Curve der zweiten Schar be- 
rührt. Die Anzahl dieser Tangentenkegel ist also M. 

Ebenso giebt es von = aus eine Tangente 7%y, welche 
zugleich Tangente einer Curve K’s der zweiten Schar ist, 
und diese im Schnittpunkt P2 mit einer Curve Ka der 
ersten Schar berührt. Ist M’ die Multiplicität des unend- 
lich fernen Kugelkreises in Bezug auf die Tangentenfläche 
der Curven der zweiten Schar, so existiren X’ durch den 
Punkt z gehende, einander parallele Tangenten an die 
Curve K’s,. Den M vorhin erhaltenen Tangentenkegeln 
entsprechen also M’ Tangentenkegel, welche die Minimal- 
fläche längs M’ Curven der ersten Schar berühren. 

Die Klasse des einzelnen Tangentenkegels ist gleich 
der Anzahl von Tangentialebenen an denselben, welche 
durch eine von der Spitze des Kegels ausgehende, nicht 
singuläre Gerade hindurchgehen, also in diesem Falle gleich 
dem Rang der Minimalcurven — Rang als Grad der Tan- 
gentenfläche verstanden —, vermindert um die Multipli- 
cität des Punktes z in Bezug auf die Tangentenfläche die- 
ser Minimalcurven. 

Sind mithin R und R’ beziehentlich die Rangzahlen 
der beiden Curvenscharen, so hat man M Tangentenkegel 
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von der Klasse ®’—M’ und M’ Tangentenkegel von der 
Klasse R—M. 
Die Klasse der Minimalfläche ist also 
M(R— M) + MR—M'). 
Sind die Minimalflächen reell, die beiden Scha- 
ren von Minimalcurven also conjugirt, so ist 
R=R, M=NM,, 
die Klassenzahl demnach 2 M(R—M). 
Ist die Minimalfläche insbesondere eine Dop- 
pelfläche, so erhält man nach einer der obigen ganz 


analogen Schlussweise M Tangentenkegel von der Klasse 
R—M, die Klassenzahl ist also dann M(R—M). 


Hieraus folgt, dass algebraische Minimalflächen, deren 
Klassenzahl ungerade, speciell eine Primzahl ist, Doppel- 
flächen sein müssen. 


Da es keine Curve giebt, deren Rang kleiner als 4 ist, 
und Minimalflächen von der Klasse 3 und 4 stets imaginär 
sind, wie Herr Sophus Lie gezeigt hat, so ist die niedrigste 
Klassenzahl einer reellen Minimalfläche 5. 


Die Ordnung der Minimalfläche, welche bestimmt wird 
durch die Gleichungen 


<= Qı(lt) + Yale) 

y=Yılt) + Walz) 

z=nl)-+ %6), 
ist gleich der Anzahl der Schnittpunkte, in welchen diese 
Fläche von der durch die Gleichungen 

z=a+9, y=b+Pe,2=c+ye 

bestimmten geraden Linie — die Constanten a, b, c; a, ß, y 
haben beliebige Werte — geschnitten wird. Also ist die 
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Ordnungszahl gleich der Zahl von Wertsystemen #, z, e, 
welche gleichzeitig den Gleichungen 

pl!) + Peld)—a + 0g 
(6) Ye) Ye) —=b+ BE 

net xed)=e+ rg 


genügen, oder, wie sich dies auch ausdrücken lässt, gleich 
der Anzahl der im Endlichen gelegenen Schnittpunkte der 
Curve 


(0) Z=pl)—a, y-=ul)—b, =-yul)—e 
mit dem Cylinder 


(7b) = ag— galt), y= Be— Yi(r), ! = yo —ya(ı). 


Sind nun die Ordnungszahlen der beiden erzeugenden 
Minimalcurven mı und ns, so ergiebt sich die Ordnungs- 
zahl der Fläche = mım —w, wo ® die Anzahl der 
im Unendlichen gelegenen Schnittpunkte der Curve mit 
dem Cylinder oder einer Minimalcurve der ersten Schar 
mit einer Minimalcurve der zweiten Schar bedeutet. 

Für den Fall der reellen Minimalflächen ist 


m =m —=Mm, 


die Ordnungszahl also m?— w. 
Bei Doppelflächen wird die Ordnungszahl 


Ye (m? —w), 


da stets zwei Werteparen £, z derselbe Punkt der Fläche 
entspricht. 

Die Bestimmung der Grösse w, welche sich auch erklä- 
ren lässt als die Anzahl derjenigen im Unendlichen befind- 
lichen Punkte der Minimalcurve, deren conjugirte eben- 
falls der Curve angehören, ist im allgemeinen Fall nicht 
sehr einfach und mag hier übergangen werden. 
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S 4, 
Bestimmung von Ordnung, Rang und Klasse der Minimal- 
eurven unter der Voraussetzung, dass M=-1 ist.. 


Während die bisher dargelegten Betrachtungen für 
den allgemeinen Fall zur Bestimmung der Zahlen R, M, 
m ausreichende Hilfsmittel nicht darbieten, hat Herr Sophus 
Lie für den Fall, dass die Multiplicität M des unendlich 
fernen Kugelkreises für die von den Tangenten der Mini- 
malcurve bestimmte Tangentenfläche gleich 1 ist, zur Be- 
stimmung der erwähnten Grössen ein einfaches Verfahren 
angegeben. 


Die Annahme M=] hat nämlich zur Folge, dass die 
Coordinaten x, y, 2 eines Punktes der Minimalcurve und 
folglich auch die Function $(s) rationale Functionen der 
Grösse s sind. Und umgekehrt, wenn x, y, 2, also auch 
%(s) rationale Functionen von s sind, so ist M=]1; denn 
dann entspricht jedem Punkt des unendlich fernen Kugel- 
kreises nur ein Wert von s. 


In diesem Falle gehören also die Minimalcurven zu 
derjenigen Art von algebraischen Raumcurven, bei denen 
die Coordinaten eines beliebigen Punktes durch einen Para- 
meter rational ausdrückbar sind. 


Durch Partialbruchzerlegung lässt sich dann die ratio- 
nale Function %(s) entwickeln in 


q My 


Be ntatnstant.. en. 


»=1 4-1 04) 


Ist c„, wo n<o, von Null verschieden, so werden für 
s— w auch x, y, 2= », und es gehört der Wert s— » 
zu den singulären. Dies lässt sich durch eine geeignete 
Drehung des Coordinaten-Systems vermeiden. Die Allge- 
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meinheit der Formeln erleidet also keine Einschränkung, 
wenn man sämtliche Coefficienten c=0 setzt und in Folge 
dessen g um eine Einheit vermehrt. 

Da die Coordinaten x, y, 2 rationale Functionen von 
s sein müssen, so müssen auch die drei ersten Integral- 
functionen von %(s), welche sich aus den Grössen x, y, 2 
und’s rational zusammen setzen lassen, selbst rationale 
Functionen sein; es folgt also, dass für jeden Wert von « 
die Gleichungen 


AN 0, AM 0, AO 


erfüllt sein müssen. 

Die Function %(s) muss also an den Stellen, an wel- 
chen sie unendlich gross wird, von der vierten oder von 
höherer Ordnung unendlich gross werden, während die 
Coefficienten der Glieder niedrigerer Ordnungszahl als der 
vierten in der Partialbruchentwicklung einzeln gleich Null 
sein müssen. 

Indem man noch 


m, für m,— 3 


setzt, erhält die Function %(s) folgende Form 


q 0% AD) 
I)=-2 2 Zar 
| 


Umgekehrt erhält man für jede in dieser Form dar- 
stellbare Function %(s) eine den gestellten Bedingungen 
genügende algebraische Minimalcurve, welche bestimmt ist 
durch die Gleichungen 


2 = f(1— 5%) K9ds, y= fil +s)F9)ds, >= -[ 25%) ds. 
Unter diesen Voraussetzungen kann man Ordnung, 
Rang und Klasse der Minimalcurven durch folgende Be- 


trachtungen bestimmen. 
2 
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Die Ordnung des Zählers der Function $(s) ist 


mtm-+ ..... + n,+39— 4% 
während der Nenner die Ordnung 
mt+m-+t ...+m+59 hat. 


Die Coordinaten x, y, 2 eines Punktes der Minimalcurve 
sind also nach obigen Gleichungen rationale Functionen 
der Grösse s vom Grade 


m na Sur. m,+ 29. 


Hieraus folgt, dass die Ordnung der Minimal- 
curven 


m=m+tm-+ ...+m, +29 ist. 
Die Coordinaten &, y, 2 werden nur dann unendlich 
gross, wenn %(s) = & wird, also für s=a,. Die unend- 


lich entfernte Ebene schneidet also die Curve in g Punk- 
ten, welche alle auf dem unendlich entfernten Kugelkreis 
liegen, und von denen jeder einzelne, welcher dem Werte 
s—a, entspricht, (m, +2)fach zu zählen ist. 


Der Rang einer Curve wird definirt als die Anzahl 
ihrer Tangenten, welche eine beliebige feste Gerade des 
Raumes schneiden. 

Die Tangente in einem Punkte «, %, 2 der Minimal- 
curve wird bestimmt durch die Gleichungen 


= f (1—S)FCs)ds + el — 5?) Fls)ds 
y = fi + ))ds+eill+ 5%) Fo)ds 
= f 25 Hs) ds + 2es Fs)ds. 


Die Schnittpunkte dieser Tangente mit einer durch 
die Gleichungen 


«=a+ta, y=b+Pße, =c+ye 
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gegebenen Geraden im Raum, sind bestimmt durch die 
Anzahl von endlichen Wertsystemen s, &, e, welche gleich- 
zeitig den Gleichungen 


| fa) Kods+ (15%) Fs)ds — a N 0 
fia+3) Sdsteill+s?) K)ds = b+8e 
Sf 25 Sods +28 59) ds = c + yg 


genügen, oder gleich der Anzahl der Wertsysteme s, &, 
welche die Gleichungen 


/FA—)E)A—ef2sF()ds+: 35 YA—s?)—2as]=ay—ca 
(10) 
/FÜA+SFCHAS-Bf2SFC)As HEFT +S)—-2B5]=by—-ch 


befriedigen, oder endlich gleich der Ordnung von s in der 
Gleichung 


Von Yill+3) FA) — (1-2) (A+5)F9ds] 
ie late f 23 Fs)ds — 25 SlL+s)FCH)ds] 
in BEA 2: 3)ds — 2 FON FHAs] 

= (ay— ca)[yi(1+s2)—2Bs]—(by—ep)Lr(i—s2)-20s]. 

Setzt man in diese Gleichung die Integralfunctionen 
ein, also 

S FO4- Fo 
Ss FSods = s3"()—3°6) 
SBOL=F FH HTO, 


so geht die gefundene Gleichung in folgende über 


9% 
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Ayails 30] 

+2ayi[(1-59)3°(9)+25%6)] 

+2By [CI+s) 3°) +2F (9) 

—(ay-ca) [yi1 +32) —28s]—by-eB)LyA—s)—2as]. 


(11b) | 


Es fragt sich, ob sämtliche durch diese Gleichung 
definirten Werte des s, o und e endlich sind; nur solchen 
Werten entsprechen wirkliche Schnittpunkte, welche sich 
mit einer Aenderung der Geraden im Raume auch selbst 
ändern. Nun kann man durch eine passende Drehung des 
Coordinaten-Systems stets erreichen, dass s endlich bleibt; 
ge und e werden, wie sich zeigen lässt, nur unendlich gross, 
wenn 


dev Ay _ 0, ee =0 werden. 


Es ist nämlich 


| SELrA—s2)—2as] 


g wird also nur unendlich gross, wenn in diesem Ausdruck 
der Zähler von höherer Ordnung unendlich gross wird als 
der Nenner, oder wenn der Nenner von höherer Ordnung 
unendlich klein wird als der Zähler. Ersteres ist über- 
haupt nicht möglich, letzteres tritt ein, wenn $(s) = 0 
wird. Ganz analoges findet man aus dem Ausdruck für ge. 


Da aus dem obigen Ausdruck $(s) sich fortgehoben 
hat, so ist der Rang der Minimalcurven gleich der Ord- 
nungszahl von s in der obigen Gleichung. Durch Einsetzen 
der Ordnungszahlen der einzelnen Functionen wird der 
Rang der Minimalcurven 


r=m+m+.... +m+9-+2. 
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Die Stellen, an welchen $(s)=0 wird, entsprechen, 
allgemein zu reden, singulären Stellen der Minimalcurven 
%Y 
’ ds 
a ist, Spitzen derselben; ihre Anzahl ist 
p=zm+m-+...+m,+39—4. 


und zwar, da an diesen Stellen gleichzeitig 70, 2 =0, 


Der Rang der Minimalcurven lässt sich auch auf fol- 
gendem Wege finden. Bestimmt man den längs einer Mi- 
nimalcurve die Fläche berührenden Cylinder, so ist die 
Klasse dieses Cylinders gleich dem Rang der Minimalcurve. 
Ist dö die Anzahl der wirklichen und der sogenannten 
scheinbaren Doppelpunkte der Curve, p die Anzahl der 
Spitzen derselben, so ist — m war die Ordnung der Curve — 
nach der Plücker’schen Formel die Klasse des Kegels, 
also der Rang der Minimalcurve, 


r=m(m— 1) — 28 —3p. 

Da nun die Coordinaten eines Punktes der Raumcurve 
rationale Functionen eines Parameters sind, so tritt 
bei diesen Curven die grösstmögliche Anzahl von (wirk- 
lichen und scheinbaren) Doppelpunkten ein; ihre Anzahl 
(m — 1) (m — 2) 

1,2 
die Anzahl der Spitzen einfach enthalten ist, so ist 


r=m (m —1) — (m— 1) (m—2)—p 


ist hier also = Da in dieser Zahl auch 


=2 (m—-)—?. 

Nun war gefunden: 
m=mtm-t ...-- +ms-+29 
p=Mm+tm+ ....- +m, +39 —4. 


Der Rang der Minimalcurve ergiebt sich also auch 
auf diesem Wege als 


r=m+m+t...-- +m,+4+2: 


22 


Die Klasse der Minimalcurven ist die Anzahl der durch 
einen beliebigen Punkt des Raumes gehenden Ösculations- 
ebenen der Curve oder gleich der Ordnungszahl von s in 
der Gleichung der Osculationsebene, deren Gleichung 
(12) Ada) + By) +0@-2)=0 
ist, wo x, y, 2 die Coordinaten des Berührungspunktes, 
&, », T die laufenden Coordinaten sind, und A, B, C fol- 
gende Bedeutung haben: 

A=dy d22—d?ydz, B=dzd2r—d?zdz, C=dxd?y— d’xdy. 


Durch Einsetzen der Werte wird 


4= 21-8?) [$(8)]? 
(13) 5= -2(143?) [3(8)]? 
I dis [%(s)]?. 
Die Gleichung der Osculationsebene wird mithin 
(14) 
(1—sY)E-+i(1+5)y+2sl=(1—s!)r +i(l+s2)y+2s2=4%(5). 
Die Ordnungszahl dieser Gleichung, also die Klasse 
der Minimalcurven, ist demnach 
c=mtm+... + -+2.. 


Aus den erhaltenen Werten folgen die Relationen 
»tc+2=m+r—2 
m+ce—2r+2=0. 


S 5. 
Bestimmung der Ordnungszahl der algebraischen Minimalflä- 
chen, welche der Annahme M=1 entsprechen. 


Für den jetzt behandelten Fall, in welchem %(s) eine 
rationale Function der Grösse s ist, lässt sich die Ord- 
nungszahl der Minimalfläche, wie folgt, bestimmen. 
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Wie eben gezeigt, ist die Ordnung der Minimalfläche 
gleich der Anzahl der endlichen Wertsysteme t£, z, o, wel- 
che den Gleichungen 


pı(t) + Yxlr)=a+ ag 
ld) +ple)=b+ ße 
al) +xele)=e+Ye 
genügen, oder gleich der Anzahl von endlichen Werteparen 
£, r, welche die Gleichungen 
a) ? [pı(t) + pr) el) + x2(Ee)]= ya— ac 
Land) + Wele)] — Blu) + xe(e)])>= yb— Be 
befriedigen, und für welche zugleich jede der Grössen 
pı(t) . . . . %2(z) endliche Werte erhält; allen diesen Werte- 
paren £, z entsprechen dann auch endliche Werte von g. 
Statt der Ausdrücke gı(t) ....xs(r) kann man die 
als Functionen von s, sı dargestellten, für die Coordinaten 
eines Punktes der Minimalcurve gefundenen Ausdrücke 
einsetzen. Da nun durch passende Annahme des Coordi- 
naten-Systems erreicht ist, dass s und sı endlich bleiben, 
so stellt sich die Ordnungszahl der Minimalfläche dar als 
diejenige Anzahl von Werteparen s, sı, welche den Glei- 
chungen 


 „f 2) 39)ds—af2s Ko)ds—(ya—ae) 
(16) TE f (1—s1?)F1(sı)dsı+ af2sı Fılsı)dsı 
| fi +32) 3)ds— Bf 23 %(8)ds—(Yb-Be) 
j = fill +5) (51 )dsı+ß f 2sı Fı(sı)dsı 
genügen, und für welche die Grössen %(s) und $ı(sı) nicht 
unendlich gross werden, da andernfalls eg unendlich gross 


würde. 
Man betrachte nun die Curven 


e=yf (1— 52) S(s)ds—a / 25 F(s)ds—(ya—ca) 


u) y=y [i(1+s2) Ss)das— ef 2s Fsadas—(yb—Be) 
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und 


am) Sr a-09 Haas af Fa)dsı 
y'=yfil+s12) Fıla)daa—ef2sı Fıls)daı, 
welche Projectionen der Minimalcurven 


«= [ (1-52) Zs)ds—a 
 y=fill+s2) Z)ds—b 
z=/[ 2s Fs) ds —c 


und 


= — [ (1-52) Jılsı)dsı 
— —_ [i(1+512) Zı(sı)dsı 
PA — [251 F(s1)dsı 
sind. Alsdann ist die Ordnung der Minimalfläche gleich 
der Anzahl der im Endlichen gelegenen Schnittpunkte 
obiger beiden Curven. DBezeichnet man also mit m die 
Ordnung der Minimalcurven, und berücksichtigt man, dass» 
falls nicht besondere Singularitäten vorliegen, die grösst- 
mögliche Anzahl von Schnittpunkten der beiden Curven 
im Unendlichen » ist, so folgt, dass die Ordnung einer 
Minimalfläche, welche keine Doppelfläche ist 
höchstens = m? und wenigstens = m(m—1) ist. 
Bei Doppelflächen ist die Anzahl der Schnittpunkte 
im Unendlichen m. Da aber stets zwei Werteparen s,sı 
derselbe Punkt der Fläche entspricht, so ist die Ordnung 
einer Minimalfläche, welche Doppelfläche ist 
EN Mm — 1), 


Aus dem bisherigen wird deutlich, wie aus der gege- 
benen Klassen- oder ÖOrdnungszahl einer Minimalfläche 
unter der Voraussetzung, dass M=1 ist, durch Lö- 
sun g mehrerer Gleichungen in ganzen Zahlen die Function 
%5(s) sich bestimmen lässt. Sind auf diese Weise die Werte 
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von 9, mı, m, .... m, bestimmt, so erhält man aus der 
zugehörigen Function %(s), in welcher man den Grössen 
A®) und a, beliebige Werte beilegt, die Gleichungen einer 
Minimaltläche, welche im allgemeinen keine Doppelfläche ist. 


8 6. 
Doppelflächen. 


Ist die Minimalfläche eine Doppelfläche, so bestehen 


zwischen den Constanten 4% und «, gewisse Relationen. 


Wie mehrfach erwähnt, werden die Doppelflächen von 
einer Minimalcurven-Schar gebildet. Jedem Punkt einer 
Curve entspricht also im allgemeinen ein conjugirter Punkt 
einer anderen Curve derselben ‚Schar; und durchläuft 
der erste Punkt seine Curve, so durchläuft der con- 
jugirte Punkt die conjugirte Curve. Hieraus folgt, dass 
jede Minimalcurve einer Doppelfläche durch eine Transla- 
tionsbewegung in die conjugirte übergeführt werden kann. 
Die Coordinaten der Punkte der ersten Curve können sich 
nun von den Coordinaten der Punkte der zweiten, conju- 
girten Curve nur um eine rein imaginäre Constante unter- 
scheiden, da die Fläche andernfalls periodisch, also trans- 
cendent sein würde. Durch eine Translation des Coordi- 
naten-Systems, auf welches die durch die Bestimmung der 
gemeinschaftlichen unteren Grenze der drei Integrale aus- 
gezeichnete Minimalcurve bezogen wird, lässt sich demnach 
erreichen, dass der zu einem Punkt dieser Minimalcurve 
conjugirte Punkt auf derselben Minimalcurve liegt, dass 
diese Minimalcurve also sich selbst conjugirt ist. Umgekehrt 
entspricht auch jeder sich selbst conjugirten Minimalcurve 
eine reelle Doppeltläche. 
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In diesem Falle müssen also auch die unendlich fernen 
Punkte der Minimalcurve, welche den Werten s=a«, im 
Ausdruck für %(s) entsprechen, parweise als conjugirt sich 
zusammen fassen lassen. 


In dem Ausdruck für %(s) 


Gar 4‘ (x) 
39-2 2 ar 
x—=]14=]1 
können also die Werte 
RL, 
ın Gr da DL Ha 
und die zugehörigen 1,0, ....4 


getheilt werden, so dass %(s) jetzt folgende Form annimmt: 


I My 4) 1”) 
6)= = 2 NR )A+3 jr (s—a,)It3 
z—] = 


Hiernach ist es also nur erforderlich, die sich selbst 
conjugirten Minimalcurven zu bestimmen, um daraus die 
Gleichungen der entsprechenden Doppelflächen aufstellen zu 
können. 

Die Bestimmung der Grössen A) und a, ergiebt sich 
aus den oben entwickelten Bedingungen, dass bei Doppel- 
flächen durch die Substitution 


1 ME 
: NE) 
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jede Minimalcurve der einen Schar in eine Minimalcurve 
der anderen Schar übergeht. 


Bezeichnet man mit *a,, *a,, "49, "A die zu a, a, 


A, A“ conjugirten Werte, so folgt 


1 
zen rt 
g My (x) (x) 
= Er 
EONPT Fr Be 
(19) ne zn —*a,)A+3 er —+q,)2+3 
I) m a. ) x) 
SS RE WEN ER 
But 6a sen (s—a,)it3 | 
z—=1/=]1 / 


Diese Gleichungen enthalten die Relationen, welche 


zwischen den Grössen «,, a,, A), 4%) bestehen müssen. 
Wenn insbesondere m,=1 ist, so bestehen folgende 
Relationen: 


nn rt: x) on 


ae 
| 


hieraus EC 


— 


ER Kur 
! x 


E Me | 


2)  130- 2\& an 
\ TR 2 en es) 


Setzt man nun 


(21a) Ri. 


= — 
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Ferner nehmen die oben gefolgerten beiden Gleichun- 


gen jetzt folgende Form an 


Ryrz e (—D,+4d,) =——N, dx 


Wrzı e & Det id Hmm m 


woraus sich ergiebt 


a EN 
(21b) | 


R,=—T,'R. 


Für reelle algebraische Minimalflächen, welche Doppel- 
flächen sind, lässt sich nun unter der Voraussetzung, dass 
M=1 ist, folgende Tabelle aufstellen. 


Sich selbst conjugirte 


| Minimalfläche 
Minimalcurve 

m(im—1 
m=2(mı +m3+ ...+m;)+49 | 0= u 


Ordnung 


Klasse 


Anzahl | 
der Spitzen p=2(mı+ms+...+n,)+69+4 | 


| 
| 
Rang r=2 (mı+Ma+ . . . +mg)+29 Me] 
| 
| 


c=2(mıtms+...tm,) +2 PERERLY: 


(x) (x) 
Yls)— B>, a gi ei 


x—1 I— ar > >“ (s—a,)I+3 \ 


Da r eine gerade Zahl ist, kann die Klasse der 
Doppelfläche nur ungerade sein. 

Da m eine gerade Zahl und grösser als 4 sein muss, 
kann die Ordnung der Doppelflächen nur eine der fol- 
genden Zahlen sein 


15, 28, 45, 66, . 
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Die charakteristischen Zahlen der Minimalflächen der 
niedrigeren Ordnungs- und Klassenzahl, welche Doppel- 
flächen sind, und für welche M=1 ist, sind, wenn man die 
vorhergehenden Gleichungen zu Grunde legt, in folgender 
Tabelle zusammen gestellt. 


Die Bestimmung der zu den Flächen zugehörenden 
Functionen %(s) erhält man aus obiger Formel. Bei den 
mit einem Stern (*) bezeichneten Werte-Reihen hat die 
Function %(s) zwei von einander verschiedene Gestalten. 
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ll. Die Minimalflächen fünfter Klasse. 


sT. 
Entwicklung der zugehörigen Function %(s) und Beweis, 
dass alle Minimalflächen fünfter Klasse einander ähnlich sind. 

Nach obiger Tabelle ergiebt sich aus der niedrigsten 
Ordnungszahl 15, wie aus der niedrigsten Klassenzahl 5 
dieselbe Minimalfläche. Die Function %(s) ist in diesem 
Falle, da g=1, mı=1 ist, 

A BI 
Ss) BL TE 
36) er, —a)# 

Den Werten s=a unds = aentsprechen zwei Punkte des 
unendlich fernen Kugelkreises. 

Analog der oben angewandten Bezeichnungsweise setze 
man 

Di di 
A=BRe a—r € 

Di di 
AN e te: 

Unter Berücksichtigung der oben für den Fallm,„=1 
gefundenen Relationen zwischen diesen Grössen nimmt %(s) 
folgende Form an 

Di e — Di+4di 


\ e 
KR Gen Corfenye \ 


Die beiden Werte von s, für welche %(s) unendlich 
gross wird, entsprechen zwei diametral gegenüber liegenden 
Punkten der Kugel, auf welche die Minimalfläche in be- 
kannter Weise conform abgebildet ist. Die Wahl des einen 
dieser Punkte steht frei. 

Es werde gewählt 


a=D, also r=0, 
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hieraus folgt 


K)=R el 


Ueber den Factor R, welcher auch in den Ausdrücken 
der Coordinaten als gemeinsamer Factor auftritt, kann 
man durch passende Wahl der Längeneinheit des Coor- 
dinaten-Systems verfügen; man kann also, ohne dass da- 
durch die Allgemeinheit der Formel beeinträchtigt wird, 
R=1 setzen. 

Es werde nun das Coordinaten-System um die 2- Achse 
und zwar um den Winkel & gedreht, alsdann wird 


X=xX 008€ —ysSine= jf er 1—( sesi)2]F(s)ds 
y=zxsine+ycose= jie®[1 + (se)2]%(s)ds 
et 


Setzt man nun 


s, = se 
Fo(s)do=e-"i Zs)ds, 
D 
ferner &— — —' 


so wird 


Di 
Di e —Di —— Le: 
30 (80) ee ( e 2Di_ 4 u So 4 , 


So 


Bezeichnet man diese neue Variable so wieder mit s, 
und schreibt auch $% statt %, so hat also %(s) die Form 
Sa 1 
y(s)= TER % 
Hieraus folgt der Satz: 
Alle Minimalflächen fünfter Klasse sind ein- 
ander ähnlich. 
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Für die weitere Rechnung erscheint es zweckmässig, 
diesen Wert von ‘5(s) noch mit (--3) zu multipliciren. Die 
Function, von welcher ausgegangen werden soll, ist mithin 


(22) H)= -3(-1). 


Wünscht man aus dieser Function die von Herrn 
Henneberg zu Grunde gelegte Function zu erhalten, so ist 
die Substitution 


‚, %s+]1) 


ne 


s—1 


anzuwenden, welche einer Drehung des Coordinaten-Systems 
um die y-Achse entspricht. Da nun 


do=2VF(s) ds 
eine hierbei invarıante Grösse ist, so wird 


(9 30 96s(1— 52) 


da = 
(@ 


welche Grösse, abgesehen von einer multiplicativen Con- 


stante, mit der Function des Herrn Henneberg überein- 
stimmt. 


88. 


Die erzeugenden Minimalcurven. 


Die Gleichungen der erzeugenden Minimalcurven sind 
also 


< (1—s2)3 i(1+3s2)3 öll+st 
2) N „U, 


Wie sich in obiger Tabelle-zeigt, ist die Klasse dieser 
Raumcurven 4, ihre Ordnung 6, ihr Rang 6; sie besitzt 
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ferner vier Spitzen, diese entsprechen den Werten von $, 
für welche $(s)=0 wird, also den Werten 


s=+1,—1, +, —i. 


Bei der Erzeugung der Minimalfläche durch Transla- 
tion beschreiben diese vier Spitzen vier Rückkehrcurven 
sechster Ordnung. 


Erzeugt man die Fläche durch Translation der Mini- 
malcurve, welche durch die Gleichungen 
EIER 
ee Wien ugs 
bestimmt ist, so beschreiben die dieser Curve zukommenden 
vier Spitzen dieselben Rückkehrcurven. Die Minimalfläche 
besitzt also vier Rückkehrcurven sechster Ordnung. 
Die Minimalcurve liegt auf folgenden Cylindern, deren 
erzeugende Geraden den Coordinaten-Achsen parallel sind, 


+ y!=—4 


Diese drei Cylinder schneiden also die Coordinaten- 
Ebenen beziehentlich in einer imaginären Astrorde und in 


Neil’schen Parabeln. 


8 9. 


Die Gleichungen der Minimalfläche, 


Die Minimalfläche selbst wird durch folgende Glei- 


chungen gegeben: 
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Yo 
2 (st) at, Ferner 
25) )+36- + 
FR (rt) Forte 2), 


oder in Polarcoordinaten, indem man setzt 


qm —qi 
Se also Si VE 


1 1 
m (za? )oosaı — 6 (7 Jeosg 
1 l 
(24) (9=2 ea) sindg + 6 e —r ins 
2 (+7?) 20. 


Das Gleichungssystem (24a) zeigt, dass dem Werte- 
pare s, sı derselbe Punkt entspricht, wie dem Werte- 
pare — > =, Die Fläche ist eine Doppelfläche, be- 
sitzt also die Eigenschaft, dass man ein Stück derselben 
begrenzen kann, auf welchem ein continuirlicher Ueber- 
gang von einer Seite auf die andere ohne. Ueberschreitung 
des Randes dieses Flächenstückes möglich ist. 

Ausserdem hat sich die Ordnungszahl der Minimal- 
flächen fünfter Klasse durch diese Untersuchung als 15 
ergeben. Die Bestimmung der Werteg=1 und mı =1 lehrt 
ferner, dass die unendlich entfernte Ebene die erzeugende 
Minimalcurve in zwei Punkten schneidet, welche auf dem 
unendlich fernen Kugelkreise liegen und den Werten s=0 
und s= & entsprechen. In jedem dieser Punkte fallen 
mı +2=3 Schnittpunkte der Curve mit der unendlich ent- 
fernten Ebene zusammen. Demnach ist die unendlich ent- 
fernte Ebene in beiden Punkten Osculationsebene der Curve 


3D 


Wie sich aus den Formeln zeigt, liegen diese Schnitt- 
punkte auf der unendlich fernen Geraden der xy-Ebene, 
welche als eine dreifache Gerade der Fläche zu rechnen ist. 


Wie erwähnt, findet in dem oben aufgestellten Glei- 
chungssystem keine gegenseitig eindeutige Beziehung zwi- 
schen den Coordinaten x, y, z und den beiden Argumenten 
statt, sondern ein Wertsystem x, y, 2 entspricht stets zwei 
Werteparen s, 8ı. 

Durch die Einführung passender neuer Argumente 
lässt sich erreichen, dass zwischen diesen und den Üoor- 
dinaten eine gegenseitig eindeutige Beziehung besteht. 
Während aber die Minimalfläche durch die gegebenen 
Formeln (24a) auf die Ebene des früheren Arguments (s) 
in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wurde, ist das 
entsprechende bei den neuen Argumenten nicht der Fall. 

Diese Substitution ist 


s . 


Alsdann wird 
2 044 (+) 
2a) Wu=iler—n)430-0(, + 5.) 
er 3(0?+012)+ (0140, 2), 


Geht man wieder zu Polarcoordinaten über, indem 
man setzt 


Bo 


36 
o=oe ” 01 =ge 9 ) 


so werden die Gleichungen 


x = 20c0sp|4(o2+3)cos?p—3(g?+4)! 


(25b) y= 2osinp|4(e?+3)sin?p—3(g2+4)| 
= 6(g?-+2)cos2p. 
s 10. 


Discussion der Durehschnitte der Fläche mit den Coor- 
dinaten-Ebenen und mit der unendlich entfernten Ebene. 


Von den letzten Gleichungen ausgehend, sollen nun 
die Durchschnittscurven der Fläche mit den Coordinaten- 
Ebenen untersucht werden. 

Zunächst folgt aus den Gleichungen, dass die y2- und 
die x2- Ebenen Symmetrie-Ebenen der Fläche sind. 


Die Durchschnittscurven der Fläche mit der Ebene 
z=() werden bestimmt aus 


cs29p=0 und = —2. 


a) cCO2P =, 
also p=45° oder p= 135° 
sinp= + 0089, folglich 
(26) z=y ud 2=—.y. 


Auf der Minimalfläche fünfter Klasse liegen die beiden 
Geraden = +ty, 2=0. Da die Coordinaten x, y ganze 
Functionen dritten Grades von e sind, so sind diese Ge- 
raden dreifach zu zählen. Ferner sind sie nach einem 
bekannten Satze Symmetrie-Achsen der Fläche. 
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b) e=—2, 
also z=4iV 1+ cos 2p (cos 2p — 2) 
y=—4V 1— cos 2p (c0s2p—2) 


+ y?= — 32 (4—3 cos?2p) 
23—y3 = — 32 cos32p 


za+y2 A\3 /02—y3\3 
ei ii 96 +3) =( 320) 


Die Ebene 2=0 hat also mit der Fläche noch eine 
imaginäre Curve sechsten Grades gemeinsam. 

Ferner liegt in dieser Ebene, wie oben bemerkt, eine 
dreifache Gerade der Fläche im Unendlichen: diese geht 
durch die beiden auf dem unendlich fernen Kugelkreis 
liegenden, dreifach zu zählenden Punkte, welche den Wer- 
ten s=(0 und s= « entsprechen. 

Im ganzen liegen also in der xy - Ebene zwei im End- 
lichen gelegene dreifache Gerade, eine dreifache Gerade 
im Unendlichen und eine imaginäre Curve sechsten Grades. 
Die Summe der Ordnungszahlen dieser Durchschnittslinien 
giebt, wie zu erwarten, die Ordnungszahl der Fläche, 15, 


Der Durchschnitt mit der Ebene r=0. 
Der Forderung x = (0 wird auf dreifache Weise genügt. 


a) o=0; dann wird 
(28) 4=0, 2 2=1200829. 

Die z-Achse liegt auf der Fläche und ist eine Dop- 
pelgerade derselben; sie hängt von 2= — 12 bis 2= +12 
mit reellen Flächentheilen zusammen, der übrige Theil 
dieser Doppelgeraden ist eine zur Fläche gehörende isolirte 


Linie. 


folglich y= 20° 


2= —6(e?+2) 


(28) Gr) 


In der yz-Ebene liegt eine Neil’sche Parabel, deren 
Spitze im Punkte 2=— 12 liegt, also in dem einen End- 
punkt des mit reellen Flächenelementen zusammenhän- 
genden Theils der z2- Achse. 


c) 4 cos2p(o2 +5)—5(0+4=0. 


2 
Hieraus folgt sinp= EB) 
20? 
also y=— — 6-+.0?2 . 
y vos 25 ( +) 
ee » 
Setzt man ea+s3=r, _ so wird 
2(r+ — 9) 
Rh Eich 
3(rt + 27? — 5) 
z= Ser a 0 
ee h 
setzt man weiter TEEN WED. en N 
22 4__5 
Z —2 Sr i D7 ei ä I 
B) T 


so ergiebt sich durch Elimination von r die Gleichung 
der Doppelcurve in folgender Form 
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| & rn, —6 | 
Bon (3, |  \=o 

12, 75  —(18°+n2) 
oder 


nt—n? (3— 23332) — 554 + 233303 — 2433 =0. 
Geht man wieder auf y und 2 zurück, so nimmt diese 
Gleichung folgende Form an 
2.39yt— y%(23 — 225322 — 25332 + 293°) 
— 2.3224 — 253323 — 213422 =) 
Die Tangenten dieser Doppelcurve fünften Grades 
sind aus 


(30b) | 


4 
dy=—_12°° 


T 


le 
Br Det 
T 
dy 
ET 
Aus den Werten von dy und dz ergeben sich die 


(5 —1).(ö — 2) 
Ir 
reelle 


bestimmt durch 


=6 Doppelpunkte der Curve; es sind zwei 


EN NUN ART 
und vier imaginäre, den Werten 
T=o2+3=tiV3 


entsprechend ; diese letzteren sind vier Spitzen der Curve. 
Von den beiden reellen Doppelpunkten ist der Punkt 
z=(0, y=0 ein isolirter. 

Diese Doppelcurve ist von dem Punkte 2=—12 aus 
nach der einen Seite eine isolirte Curve der Fläche. 
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In der Ebene x=0 liegt also eine Doppelgerade, die 
Neil’sche Parabel und eine Doppelcurve fünfter Ordnung ')- 
Die Summe der Ordnungszahlen dieser Schnittlinien der 
" yz-Ebene mit der Fläche giebt wieder 15, die Ordnungszahl 
der Fläche. 

Die Durchschnittscurven der x2-Ebene mit der Mini- 
malfläche, sind analog denen in der %2-Ebene, 

für o0=0 die Doppelgerade 2=12c0s29, 

für sin g=0Ü die Neil’sche Parabel 


6-0 


deren Spitze im Punkte 
2=]12, 'a=0 liegt, 

sowie für 4(0? +5) sin?p —3(g?-+ 4) = 0 

die Doppelcurve fünfter Ordnung 

2.33041— 2423 — 223323 — 25332 + 295°) 
— 2.3224 253323 — 273422 =(, 

deren einziger reeller, nicht isolirter Doppelpunkt im Punkte 
z=—12, £=0 liegt, während ein isolirter reeller Doppel- 


punkt im Punkte 2=0, x=0 liegt und ausserdem noch 
vier imaginäre Spitzen vorhanden sind. 


Vom reellen, nicht isolirten Doppelpunkt aus erstreckt 
sich die Doppelcurve nach der einen Seite als isolirte 
Curve der Fläche. 


Um den Durchschnitt der Fläche mit der unendlich 
fernen Ebene des Raumes zu erhalten, führe man, ausge” 


1) Irrtümlicher Weise behauptet Herr Henneberg, dass diese Dop- 
pelcurve sechster Ordnung sei. 
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hend von Gleichungssystem (24a), homogene Coordinaten 
ein, indem man 


s 5 
— statt s, statt sı 
t tı 
. Br H RR} TC 
und x De nee 2. — 
+yY fe Y Zi a 


setzt. Hierdurch geht das erwähnte Gleichungssystem 
über in 
[ a = 252? (stötıt — 351311 + 355141? — stsı 3lı) 
x = 2512? (sılı tt — 3sdtıtt + 3sıstt’— sıts’t) 
| 23 =3ssittı (sı 21 24 + sisı 261245145222 + 5212 #) 


u 35, 31314 3. 


81) 


Die unendlich entfernten Elemente erhält man aus 
der Gleichung 


aim. 


Dieser Forderung kann auf vierfache Weise entspro- 
chen werden, indem man jeden der vier Factoren von x4 
‚einzeln gleich Null setzt. 

Der Annahme, dass einer und nur einer dieser Fac- 
toren gleich Null ist, entspricht ein unendlich ferner Punkt 
der Fläche; es ergeben sich hierbei die beiden unendlich 
fernen Punkte aller aufder Fläche liegenden Minimalcurven 

Zrererass2 = 15 0:0: 0 
und ei: 050, 


Nehmen jedoch zwei der vier Factoren von x4 gleich- 
zeitig den Wert O an, so ergiebt sich, sowohl wenn s und sı, 
als auch wenn ? und fı gleichzeitig und von derselben 
Ordnung unendlich klein werden, während ihr Verhältniss 
endlich bleibt, die unendlich ferne Gerade der Ebene 
z=0, wiesich aus folgenden Gleichungen schliessen lässt. 
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Für os sı=0 setze man t=1,h=1; alsdann 
wird, wenn man nur. die Glieder niedrigster Dimension 
in Bezug auf s und sı berücksichtigt, 


= 253, 72 == 2549, I = 3851 (8? +51 2)» mau 


Für t=0, 4h=0 setze man s=1, a1, 


so wird analog | 
Am — 213, = — 21°, Hy = sth (t2 + tı 2), A t3t4 °. 


Da xı und x in beiden Fällen Functionen dritten 
Grades ihrer Argumente sind, so ist diese unendlich ferne 
Grade mindestens eine dreifache Gerade. 

Lässt man nun s und £ı gleichzeitig und von gleicher 
Ordnung unendlich klein werden, und setzt man ı=1, 
t=1, so wird 
= 6s3tı 2 

x = 2(tı3— s?) 
x = 3stı (tı2 +?) 


u= s3t?, 


(32) 


In diesen Ausdrücken ıst x4 von der 6. xı von der 
D., xs von der 4. und x2 von der 3. Dimension. 

Hieraus folgt, dass die Schnittlinie der unendlich fer- 
nen Ebene des Raumes mit der Ebene 


a=0, alorc+yi=0 


auf der Fläche liegt. Es fragt sich noch, ob diese Gerade 
eine einfache oder eine mehrfache Gerade der Fläche 
ist. Zur Beantwortung dieser Frage gelangt man durch 
folgende Ueberlegung. 

Fasst man die Grössen der beiden niedrigsten Dimen- 
sionen in’s Auge, und wendet die Substitution 


ı =85+ as? 
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an, wo 3—=1 sein soll, so wird 
a= beast 
x = 9884{E? +1). 
Hieraus folgt 


Q Xg En 2a 
(33) Fr = at T: 

Da nun e eine dritte Wurzel der Einheit ist, so ent- 
sprechen jedem Punkte der erwähnten Geraden, d. h. jedem 


bestimmten Werte des Verhältnisses > drei von einander 
5) 


verschiedene unendlich kleine Wertsysteme s, 4 ; folglich 
ist die unendlich entfernte Gerade, welche die Schnittlinie 
der unendlich fernen Ebene des Raumes mit der Ebene 
xz-+yi=(0 ist, eine dreifache Gerade der Fläche. 

In analoger Schlussweise ergiebt sich aus der Combi- 
nation ı =0,t=0, dass die Schnittlinie der unendlich 
entfernten Ebene des Raumes mit der Ebene 


—yi=0 

ebenfalls eine dreifache Gerade der Fläche ist. 

Hiermit sind alle möglichen Combinationen erledigt ; die 
Combinationen s=0, t=0 und ı=0, tı=0 sind unzulässig, 

Da sich nun aus den Gleichungen der Durchschnitts- 
curven der Fläche mit den drei Coordinaten-Ebenen folgern 
lässt, dass zu den Gliedern höchster Dimension 

2er una 234° 


sonst aber keine Glieder von der Form 


Pi 2 ’ 
Zr" und 2 y 


gehören, so sind die Glieder höchster Dimension in der 
Gleichung der Fläche 


2022 + y9)°. 
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Hieraus ergiebt sich also, dass die Minimalfläche mit 
der unendlich entfernten Ebene des Raumes längs der unend- 
lich entfernten Geraden der Ebene z2=0, welche, wie 
oben gezeigt, eine dreifache Gerade der Fläche ist, 
eine neunfache Berührung eingeht, und dass die un- 
endlich entfernte Ebene ausserdem mit der Fläche zwei 
dreifache Gerade, nämlich die Schnittlinien der unend- 
lich fernen Ebene des Raumes mit den Ebenen 


z+yi=0 und 2 —yi=0 


gemeinsam hat. 


Dies Resultat steht auch im Einklang mit einem be- 
kannten Satz aus der Theorie der Minimalflächen, dass jede 
analytische Linie, welche eine Minimalfläche mit der un- 
endlich fernen Ebene des Raumes gemeinsam hat, eine 
gerade Linie ist. 


Durch die vorhergehende Untersuchung erweistsich auch 
die von Herrn Henneberg (Diss. pag. 60) gemachte Angabe, 
dass die Minimalfläche mit der unendlich fernen Ebene ein 
Büschel von 6 verschiedenen imaginären Geraden gemeinsam 
hat, als hinfällig. 


SriBN 


Die Schar einhüllender Cylinder sechsten Grades. 


Den grössten Kreisen der Kugel, auf welche die Mini- 
malfläche in der bekannten Weise durch parallele Normalen 
conform abgebildet wird, entsprechen, wie bewiesen werden 
soll, auf der Minimalfläche Curven sechster Ordnung. 
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Die Gleichung eines grössten Kreises der Kugel wird 
erhalten, wenn man 


ss —as—usı —-1=0 


setzt, wo a und a, zu einander conjugirte Werte haben. 
Hieraus folgt 


l-+as 


S1= . 
ss —(ı 


Setzt man diesen Wert in die Gleichungen der Mini- 
malfläche ein, so werden die Coordinaten x, Yy, 2 Func- 
tionen 12. Grades von s; man erhält also zunächst an- 
scheinend Curven 12. Grades auf der Minimalfläche. 

Da aber den Werten 


s—dı 


s=s und tes 


derselbe Punkt der Ourve auf der Minimalfläche entspricht, 
so ist diese Curve nur vom sechsten Grade. 

Den zweifach unendlich vielen grössten Kreisen der 
Kugel entsprechen also ebenso viele Curven sechsten 
Grades auf der Minimalfläche. 

Längs jeder von diesen Curven wird nun die Minimal- 
fläche von einem Cylinder sechsten Grades berührt, dessen 
erzeugende Gerade auf der Ebene des entsprechenden gröss- 
ten Kugelkreises senkrecht stehen. 

Die Minimalflächen fünfter Klasse werden also von 
einer zweifach unendlichen Schar von Cylindern sechsten 
Grades eingehüllt. 

Zu den erwähnten Curven sechsten Grades gehören als 
specielle Fälle, beziehungsweise Grenzfälle die Curven 
dritter Ordnung, welche den Meridianen der Kugel ent- 
sprechen. Diese schon von Herrn Henneberg aufgefundenen 
Curven sind cubische Parabeln (vrgl. Diss. pag. 55). 
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Die orthogonalen Trajeetorien dieser Curven auf der 
Fläche sind ebenfalls Curven sechster Ordnung. 


8 12. 
Discussion der singulären Punkte. 


Die Darstellung eines Stückes der Minimalfläche in 
wünschenswerter Ausdehnung mit Hilfe des Plateaw’schen 
Glycerin-Seifenwassers lässt sich nicht ausführen, da diese 
Fläche Doppelcurven und auf dıesen Doppelpunkte besitzt. 
Diese singulären Punkte sind bestimmt durch die Coordi- 
naten-Werte 


RE ER, RAN 
el year ze 12, 


Eine genauere Untersuchung, wie sie für einen allge- 
meineren Fall in analoger Weise von Herrn #7. A. Schwarz 
in der Preisschrift: „Bestimmung einer speciellen Minimal- 


fläche‘ (Berlin 1871) pag. 11—14 gegeben wurde, lehrt 
folgendes. 


Aus dem Formelsystem (25b), in welchem dem einen 
singulären Punkt das Wertepar e=0, = entspricht, 


erhält man, indem man nur die Glieder höchster Dimen- 
sion berücksichtigt, 


x + 2i= 203c0sdp + bio?cos2p 
y=20°sindg. 
Beschreibt man nun um den Nullpunkt der Ebene 


(e,p) einen unendlich kleinen Kreis, so verschwindet y 
dabei an drei Stellen identisch, und zwar den Werten 


entsprechend, während gleichzeitig 
+ yi=f(e) 


die Gleichung einer Geraden darstellt. 
Hieraus geht hervor, dass durch den Punkt 


ale el, 


welcher dem Werte e=0 entspricht, in der Ebene y=0 
drei Gerade gehen, welche entweder auf der Fläche liegen 
oder im singulären Punkt Tangenten an die Fläche sind, 
und welche unter einander Winkel von 120° einschliessen. 

Dies sind die Tangenten an die beiden Zweige der 
Doppelcurve und die z-Achse. 

An dieser Stelle sei noch erwähnt, dass von diesen 
beiden Doppelpunkten aus sich sowohl die isolirten Zweige 
der Doppelcurven, als auch die isolirten Theile der z-Achse 
erstrecken. 


& 18; 


Zusammenstellung der bisher aufgefundenen Singularitäten 
der Minimalfläche. 


Aus der bisherigen Untersuchung hat sich ergeben, 
dass die Minimalflächen fünfter Klasse folgende Singulari- 
täten besitzen: 

eine Doppelgerade, die 2-Achse; 

zwei dreifache Gerade in der Ebene 2=0, 2=yu.2r=—y; 

eine dreifache Gerade im Unendlichen in der Ebene 
z2=0; längs dieser Geraden geht die unendlich 
ferne Ebene des Raumes mit der Fläche eine neunfache 


Berührung ein ; 
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zwei dreifache Gerade im Unendlichen, nämlich die 
Schnittlinien der unendlich fernen Ebene mit den 
Ebenen » 
ct yi=0 und 2 yi=0; 


zwei Doppelcurven fünfter Ordnung in den beiden Sym- 
metrie- Ebenen ; 
vier Rückkehreurven sechster Ordnung. 

Ausserdem liegen auf der Fläche zweifach unendlich 
viele Curven sechster Ordnung, längs welcher die Fläche 
von Cylindern sechsten Grades berührt wird. 

Zu diesen Öurven gehört als Grenzfall eine Schar 
von cubischen Parabeln, welche von Curven sechsten Gra- 
des orthogonal geschnitten werden. 


8 14. 


Construction des Modells. 


Im Verlaufe der Untersuchung hat sich gezeigt, dass 
die beiden Ebenen <=0 und y=0 Symmetrie-Ebenen, die 
beiden Geraden 2=0,x2= + y Symmetrie-Achsen der Flä- 
che sind. Zur Construction eines hinreichend ausgedehnten 
Theiles der Fläche ist in Folge dessen nur die flächenhafte 
Darstellung eines der vier einander congruenten und sym- 
metrischen Viertheile der Fläche erforderlich, in welche 
die Minimalfläche durch eine der Symmetrie-Ebenen und 
die Ebene 2=0 zerlegt wird. 

Die Punkte dieses Flächentheiles, deren . Coordi- 
naten numerisch berechnet wurden, sind in folgender 
Weise ausgewählt. 

Die Kugel, auf welche die Minimalfläche durch par- 
allele Normalen in bekannter Weise conform abgebildet 
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wird, werde auf die Ebene s durch stereographische Pro- 
jection in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet. Diese 
Ebene werde weiter durch die Function Logarıthmus auf 
eine zweite Ebene abgebildet (Mercator-Projection). In der 
zweiten Ebene seien parallel zu den Coordinaten-Achsen 


im Abstand <z von einander Gerade gezogen, welche diese 


Ebene in Quadrate theilen. Diesen Geraden entsprechen 
in. der Ebene s concentrische Kreise um den Nullpunkt 
und zugehörige Radien, auf der Kugel Parallel- und Me- 
ridian-Kreise, und auf der Minimalfläche Raumcurven sech- 
ster und dritter Ordnung. Die Curven der einen Schar 
schneiden die der anderen rechtwinklig. 

Die numerischen Werte, welche den Coordinaten der 
Eckpunkte des so auf der Minimalfläche entstandenen 
Netzes entsprechen, sind in folgender Tabelle zusammen- 
gestellt. 


= 31.566 23,699 13,683 0 15083 | _ 93,699 | 27,366 
B. 2 —5,262 0318 | 11307 | 2315 298 16,420 an 
a, co 16,420 | —24,984 | —22,315 | —11,387 0,318 5,262 
© | 38.407 33,261 19,203 N) 19203 | —33,261 | —38,407 
® 2 20,975 | 94355 | 18086 ı 44,316 oa a0 0 
2, 0 34970 | —52248 | —44316 | —18,056 9,435 20,975 
“ fel 60220 | 52,308 | 30100 | © 30,110 | —52,393 | — 60,220 
an a 006 | 36,566 | 25,908 | 86,552 - 107382| 73,090. Bes: 
nl 0 _ 73.090 | —107,382| —86,532 | —25,968 36,366 62,406 
el aa | SHE | | 0 | 19,002 | —as,0Tı | —98,924 | 
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Die numerischen Werte der Coordinaten einer Reihe 
von Punkten der Doppelcurve sind aus den oben gege- 


benen Gleichungen 
Ari 


De 
Da NE NEN ET 


T 


_ 38-1) (@*+3) 


in folgender Tabelle berechnet 


T 


N) 
Il 
an 
1 
5/g 
Sa 
a 
2 
Yn 
Bla 
al, 


2 
oO 


| 
| 
| 


y 
eye 
+35,75 
123,15 
+18 
110,5 
+5,02 
0,435 
7 
Zar 
_ 24 
35,05 
48 


rd? 


P7 


+o 
— 29 
—8,5 

0 
4,9 
+8,75 
+12,025 
+15,75 
+19,4 
+25,8 
427,47 
+32 


Auf Grund dieser Zahlenwerte ist ein Modell von 


mir ausgeführt worden. 


Der stetige Uebergang von einer Seite der Fläche auf 
die andere, ohne den Rand des Modells zu überschreiten, 
lässt sich vermittelst eines Durchganges durch den mit 
‚reellen Flächenelementen zusammenhängenden Theil der 


2-Achse erreichen. 
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8 15. 


Abweichung von dem Resultat des Herrn Henneberg. 


Es bleibt noch übrig, den hauptsächlichsten Differenz- 
“ punkt dieser Untersuchung der Fläche mit der des Herrn 
Henneberg zur Sprache zu bringen. 


Herr Henneberg war auf zwei von einander unabhängi- 
gen Wegen zu der Behauptung geführt worden, dass die 
Ordnung der von ihm untersuchten Minimalfläche fünfter 
Klasse 17 sei. 


Der eine Weg hatte ihn auf eine Determimante 10. 
Ordnung als Gleichung der Fläche geführt, in welcher 
sich 217 als die höchste Potenz ergeben sollte. Nun sind 
zunächst nicht 217, sonder z!! x% und z!! y6 die Glieder 
höchster Dimension. Ferner zeigen die Gleichungen, deren 
Eliminations-Resultat die erwähnte Determinante ist (Diss. 
pag. 56), dass die Determinante den Factor 2? enthält. 
Setzt man nämlich in diesen Gleichungen t=0, so ergeben 
beide die Gleichung 


22. 


Diese Grösse 2? ist demnach auch als Factor in der Deter- 
minante enthalten. 


Bezüglich des zweiten von Herrn Henneberg zur Be- 
stimmung der Ordnungszahl eingeschlagenen Weges ist fol- 
gendes zu erwähnen. 


Auf pag. 59 (l. c.) sind die imaginären Kreispunkte 
und deren auf den Geraden 1 +ig =0 und 1 —ig = 
benachbarte Punkte, und zwar auf jeder Geraden einer, 
als einfache Fundamentalpunkte gezählt. 


Es zeigt sich aber, dass in jedem der beiden imagi- 
nären Kreispunkte drei Punkte zusammenfallen. Die 
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Anzahl der einfachen Fundamentalpunkte ist also 6, die 

der zweifachen 2, die Ordnung der Fläche ist demnach, 

der von Herrn Henneberg benutzten Formel zufolge, 
N=-5°—6—22=]15, 


in Uebereinstimmung mit der von Herrn Sophus Lie zuerst 
gemachten Angabe. 
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